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Abstrakt

Pojem vizualizAcia pozname ako grafické znizornenie, vizualnu predstavivost,
alebo proces interpretovania na vizudlnu/viditelni formu. Vizualizacia ako pros-
triedok moderného vzdelavania ma dve zakladné funkcie a to podpora ucenia
a pochopenia pojmov pri analyze a rieSeni problémov [4]. Rozsiahle vyskumy
ukazuju, Ze vizualizdcia méze vylepsit Standardne zavadzané pojmy a odporiiéaji
implementovat vizualiziciu do vyucby. Dalej indikuji, Ze Studenti prejavuji
aktivny zdujem o vyucbu, ktora zahfna vizualizacie zalozené na modernej vyucbe.
Matematické predmety sii zvyéajne interpretované ako najtazsie vo vsetkych
stupiioch vzdeldvania, vysokoskolské nevynimajic. Preto sa snazime vyuZivat
v ramci vyucby vsetky dostupné moderné metédy, formy, technolégie a pros-
triedky, aby sme &o najefektivnejsie spristupnili obsah preberaného uéiva cielovej
skupine studentov. Ked'Ze riesenie tiloh z oblasti analytickej geometrie ako aj
funkcie dvoch premennych vyZaduje schopnost vizualizacie, implementovali sme
jej prvky do kurzu Matematika 2. Prispevok je zamerany na problematiku vizu-
alizacie klti¢ovych pojmov z oblasti analytickej geometrie a funkcie dvoch pre-
mennych v softvéri Matlab v ramci kurzu Matematika 2 na Technickej univer-
zite v Kosiciach, Fakulte banictva, ekolégie, riadenia a geotechnolégii v dru-
hom roc¢niku bakalarskeho Stidia. V prispevku priblizime konkrétne sposoby
rieSenia jednotlivych dloh v softvéri Matlab, ako aj komplexne vytvorené rieSenie
vo forme vyucbovych videi.

1 Uvod

Matematické predmety st zvyéajne interpretované ako najfaZsie vo vsetkych stupiioch
vzdeldvania, vysokoskolské nevynimajic. Preto sa snazime vyuzivat v rdmci vyucby vsetky do-
stupné moderné metédy, formy, technolédgie a prostriedky, aby sme ¢o najefektivnejsie spristupnili
obsah preberaného uciva cielovej skupine studentov.

Obsah kurzu Matematika 2 na Technickej univerzite v Kosiciach, Fakulte banictva, ekologie,
riadenia a geotechnolégii v druhom roéniku bakalarskeho stidia je rozdeleny do 13 tyzdiov
letného semestra prvého roc¢nika bakalarskeho studia. Tento predmet je urceny pre priblizne
45 studentov ro¢ne studujicich v 2 studijnych programoch (Geodézia a kataster nehnutelnosti
a Geodézia a geografické informaéné systémy) a jeho obsah je prisposobeny cielene studijnym
potrebdam tejto tzkej skupiny Studentov.

Casové dotacia pre tento kurz je:

e 2 vyucovacie hodiny prednasok a

e 2 vyucovacie hodiny cviceni.

V kurze Matematika 2 Studenti ziskaju zdkladné vedomosti, schopnosti a zrucnosti z dvoch
nosnych oblasti a to:

1. Analytickd geometria:

a) geometrickd interpretacia vektora,



b) grafické znazornenie bodov v roznych siradnicovych sustavach, transformacie suradnic
v 2D a v 3D,

c¢) analytickd geometria v 2D, vyjadrenie priamky, kuzelosecky (kruznica, elipsa, para-
bola, hyperbola) a urcenie ich vzdjomnej polohy,

d) analytickd geometria v 3D, vyjadrenie priamky, roviny, kvadratickej plochy (elipsoid,
hyperboloid, paraboloid, atd.) a urcenie ich vzdjomnej polohy.

2. Funkcie dvoch premennych:

a) defini¢ny obor funkcie dvoch premennych,

b) limita funkcie dvoch premennych a sposoby vypoctu limit, spésoby dokazu neexisten-
cie limity funkcie, spojitost funkcie dvoch premennych,

c) parcidlne derivécie funkcie prvého a druhého rddu a geometrickd interpretécia par-
cidlnej derivécie,

d) lokélne, viazané a globélne extrémy funkcie dvoch premennych,

e) gradient a derivdcia v smere.

Vyucba v kurze Matematika 2 prebieha kombinovanou formou:

1. Priamo - interakcia uéitel - ziak na vyucovacich hodindch (predndsky, cvicenia). V rdmci
prednésok sa Studenti obozndmia zo zakladnymi definiciami jednotlivych klti¢ovych poj-
mov. Tieto zakladné vlastnosti st ¢asto demonstrované na rieSeniach typovych iloh v prie-
behu cviceni.

2. Nepriamo - elektronicka forma vzdelavania prebieha individudlne u jednotlivych studentov
samostatnou pracou. Studenti maji pristup k predndskam v elektronickej forme ako aj
k videdm k jednotlivym prednaskam. Okrem prednasSok maji Studenti k dispozicii zbierku
komentovanych riesenych prikladov, ktora dopfﬁa cvicenia z predmetov.

Vzhladom k povahe kurzu, kde je potrebné viaceré pojmy vizualizovat, takéto rieSenie
nestaci. Vizualizdcia je dolezitd sicast vyuéby najmi prirodovednych predmetov.

2 Vizualizacia

Pojem vizualizdcia znamend grafické zndzornenie alebo vizualnu predstavivost, alebo pro-
ces interpretovania na vizualnu alebo viditelnt formu.

Pozndme nasledujice druhy vizualizacie[4]:

e Vizualizicia objektov — ide o vizualizdciu vo forme obrazkov, 3D modelov, simulécii,
animdcif, atd’.

e Introspektivna vizualizdcia — je ponimand ako imagindrna predstavivost studentov.

e Interpretovand vizualizdcia — stvariuje, interpretuje vizualizacie objektov alebo intros-
pektivnej vizualizécie v stuvislosti k skiisenostiam alebo chapaniu Studentov. Zlepsuje po-
chopenie preberanej latky v dosledku interakcie s vizualizaciou objektu.

Vizualizacia ako prostriedok moderného vzdeldvania méa dve zdkladné funkcie: podpora
ucenia a pojmov pri analyze a rieSeni problémov. Vyskumy ukazuju, Ze niektoré typy vizualizacii
mozu vylepsit alebo nahradit slovné ¢i textové vysvetlenia pojmov a odporti¢aji implementovat
vizualizdciu do vyucby, kombinovat ju s textovym a slovhym vysvetlenim, pricom je potrebné
zamerat sa na samotny objekt a obsah vizualizdcie. Dalej indikuju, Ze studenti prejavuji aktivny
zdujem o vyucbu, ktord zahfna vizualizdcie zalozené na modernej vypoctovej technike [4].



V ramci spominaného kurzu sme vyuzili vizualizadciu ako prostriedok moderného vzdela-
vania vo vytvorenych videdch z prednasok. No vzhladom na povahu obsahu kurzu toto riesenie
nebolo dostatoéné a muselo byt doplnené o d’alsie prvky vizualizacie pri rieSeni iloh, ktoré slizia
na podporu pochopenia jednotlivych matematickych pojmov z oblasti analytickej geometrie
a funkcie dvoch redlnych premennych.

Za tymto ucelom boli vytvorené vided zo simulacii prikladov v prostredi Matlab.

3 Vizualizacia v Analytickej geometrii

Oblast analytickej geometrie v kurze je rozsiahla, na demonstrovanie implementécie vi-
zualizacie do tejto oblasti sme vybrali tému Kvadratické utvary v 2D, t.j. elipsa, hyperbola
a parabola.

Pri rieSeni prikladov z analytickej geometrie, konkrétne kvadratickych dtvarov v 2D sa za-
meriavame na rieSenie prikladov typu:
Dand je vieobecnd rovnica kuzelosecky. Urcte o aki kuZelosecku ide. Popiste jej zdkladne cha-
rakteristiky (suradnice ohnisk, stredu, hlavnych a vedlajsich vrcholov) a zobrazte ju.

Najprv si predstavime teoreticky zaklad jednotlivych geometrickych utvarov a nasledne
postup rieSenia v Matlabe.

Pri vypoéte budeme pouzivat vieobecny tvar kuzelosecky
a,7”° + byy® + eyt + dyy + €, = 0, (1)

ktory prepiseme do stredového tvaru:
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Pri rieSeni budeme teda pouzivat nasledujtici stredovy tvar kuzeloseéiek:
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3.1 Elipsa

Elipsa je mnozina vsetkych bodov v rovine, ktoré maji od dvoch pevnych bodov (tie ozn.
F) a Fy) konstantny stucet vzdialenost{ (ozn. 2a), pricom ten je vicsi ako vzdialenost pevnych
dvoch bodov. Oznacujeme E(F}, Fy,2a). Symbolicky tuto definiciu zapisujeme nasledovne

IXFy| + | X Py = 2a, (3)

kde Fy a F; st ohniské elipsy, X je lubovolny bod elipsy.

Zakladné prvky elipsy:
S stred elipsy
Fi, F5 ohniska
A, B hlavné vrcholy elipsy
C, D vedlajsie vrcholy elipsy
01 hlavna os elipsy, t.j. priamka prechadzajica bodmi F} a Fy
a dlzka hlavnej poloosi elipsy, t.j. a = |AS| = |SB|
o9 vedlajsia os elipsy, t.j. priamka kolm4 na hlavni os elipsy
prechadzajuca stredom elipsy
dizka vedlajsej poloosi elipsy, t.j. b = |SC| = |SD)|
ohniskové vzdialenost resp. fokalna excentricita
e = ‘SFII = ’SF2|

Tvar elipsy:

o !
A,
________ L.C Do
! B
|
Elipsa, ktorej ohniska lezia na priamke Elipsa, ktorej ohniskd lezia na priamke
rovnobeznej s osou x rovnobeznej s osou y
)2 )2 )2 )2
Stredova rovnica: (z 2m) + (y—n) =1 Stredova rovnica: (z —m) + (y—n) =1
a b2 b2 a?
Stred v bode S = [m,n] Stred v bode S = [m, n]
a-hlavnd poloos, b-vedlajsia poloos a-hlavna poloos, b-vedlajsia poloos

Na zaklade (2) vyjadrime a, b, m a n stredovej rovnice elipsy, pre:

1. elipsu, ktorej ohniska lezia na priamke rovnobeznej s osou x:
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3.2 Hyberbola

Hyperbola je mnozina vsetkych bodov v rovine, ktoré maji od dvoch pevnych bodov (tie
ozn. Fy a Fy) staly rozdiel vzdialenosti (ozn. 2a). Struéne oznacujeme H (Fy, Fy, 2a). Symbolicky
tito definiciu mozeme zapisat nasledovne:

IXFi| = | X B[ = 2a, (4)

kde F} a Fy st ohniska elipsy, X je l'ubovolny bod hyperboly.

Zékladné prvky hyperboly:
S stred hyperboly
Fy, F> ohniska hyperboly
A, B hlavné vrcholy hyperboly
01 hlavna os hyperboly
a dlzka hlavnej poloosi
a=|AS| = |SB]
09 vedlajsia os hyperboly
dizka vedlajsej poloosi
e excentricita
e = ‘FLS” = |FQS|
p1, p2  asymptoty hyperboly

Tvar hyperboly:

oy

Hyperbola, ktorej ohniské lezia na priamke  Hyperbola, ktorej ohniska lezia na priamke
rovnobeznej s osou x rovnobeznej s osou ¥y
(w=m? _(y=n)’ (= m? , (y=n)?

Stredova rovnicas: 5 =1 Stredové rovnica: — =1
a b2 b2 a?
Stred v bode S = [m,n] Stred v bode S = [m, n]
a-hlavnd poloos, b-vedlajsia poloos a-hlavnd poloos, b-vedlajsia poloos

Na zaklade 2 vyjadrime a, b, m a n stredovej rovnice hyperboly, pre:

1. hyperbolu, ktorej ohniska lezia na priamke rovnobeznej s osou x:
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2. hyperbolu, ktorej ohniska lezia na priamke rovnobeznej s osou y:
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3.3 Parabola

Parabola je mnozina vsetkych bodov v rovine, ktoré maji rovnaki vzdialenost od pevného
bodu F' (ohnisko paraboly) a pevnej priamky d (riadiaca priamka). Oznac¢ujeme P(F,d).

Zakladné prvky paraboly:

je ohnisko paraboly,

je riadiaca priamka,

je os paraboly, ktord je kolma na riadiacu priamku,
vrchol paraboly a nachddza sa v strede tsecky F'D,
je parameter paraboly,

p=|FD|

Je to vzdialenost ohniska od riadiacej priamky.

= <o o™

Tvar paraboly:

Oy Oy

}

=
d
0 Oz 0 Oz

Parabola s rovnicou Parabola s rovnicou

(z —m)* =2p(y — n) (z —m)? = =2p(y —n)
"""""""""" 2 7

/o

d R

Parabola s rovnicou Parabola s rovnicou

(y —n)? = 2p(z —m) (y —n)? = —2p(z —m)

Prepis vSeobecného tvaru kuzelosecky (1) upravime vzhladom k tomu, ktory koeficien je
pri danej parabole rovny nule. Mame dve moznosti.



1. Ak je os paraboly rovnobeznd s osou y, tak b, = 0:
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2. Ak je os paraboly rovnobezna s osou x, tak a, = 0:
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Potom m = 45?@ —i—:,n: —2"7’; ap= —ch;’v.

3.4 Postup riesenia v Matlabe

Ako bolo spomenuté, riesime

priklady typu:
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Dand je vieobecnd rovnica kuZelosecky. Urcte o aki kuZelosecku ide. Popiste jej zdkladne cha-
rakteristiky (suradnice ohnisk, stredu, hlavnych a vedlajsich vrcholov) a zobrazte ju. Pre vypocet

prikladov v Matlabe vyuZivame symbolicky toolbox, vzhladom k tomu, Ze pracujeme s analy-
tickym vyjadrenim geometrickych utvarov.



Vseobecne rieSime tento typ prikladov podla nasledujiceho postupu:

1. Zavedieme symbolické premenné z a y.

sSyms x y

2. Vykreslime graf funkcie. Pricom rovnica je vo vSeobecnom tvare Ay x® 4 bpy? + co + dyy +
ey, = 0, kde ay, by, ¢y, dy, a e, st redlne ¢isla, aspon jedno rozne od nuly.

ezplot (rovnica); %rovnica v tvare avxx 2+bv*y  2+cvxx+tdv*yt+ev==

3. Zmrazime aktudlny graf, aby sa ndm neprekresloval.

hold on;

4. Nastavime zobrazenie mriezky.

grid on;

5. Na zdklade zobrazeného grafu, uréime typ kuzelosecky a ulozime prislusné koeficienty
vieobecnej rovnice do premennych podla typu kuzelosecky.

av=hodnota;
bv=hodnota;
cv=hodnota;
dv=hodnota;
ev=hodnota;

%$koeficient
$koeficient
$koeficient
%$koeficient
$koeficient

av
bv
cv
dv
ev

vseobecne]
vseobecne]
vseobecne]
vseobecne]
vseobecne]

rovnice
rovnice
rovnice
rovnice
rovnice

6. Vypocitame jednotlivé premenné stredovej rovnice kuzelosecky, podla jej typu. Pre elipsu
a hyperbolu vypocitavame dIZky hlavnej a vedlajsej poloosi a siradnice stredu kuzelosecky.
Pre parabolu vypoéitame siradnice vrcholu a parameter paraboly. Pre kazdu z kuzeloseéiek
mame vypocet dany jej tvarom:

$ELIPSA
m=-cv/2*av; %$x-ova suradnica stredu elipsy
n=-dv/2+bv; $%$y-ova suradnica stredu elipsy

%Ak ohniska lezia na priamke rovnobeznej s x—ovou osou
a=sqgrt ((cv™2/ (4xav) + (dv"2)/(4xbv) - ev)/av); %dlzka hlavnej poloosi
b=sqgrt ((cv"2/ (4xav) + (dv~2)/(4+bv) - ev)/bv); %$dlzka vedlajse] poloosi

%Ak ohniska lezia na priamke rovnobeznej s y-ovou osou
a=sqrt ((cv™2/ (4xav) + (dv~2)/ (4xbv) - ev)/bv); %dlzka hlavnej poloosi
b=sqrt ((cv"2/ (4xav) + (dv~2)/(4*xbv) - ev)/av); %dlzka vedlajse] poloosi

$HYPERBOLA
m=-cv/2*av;
n=-dv/2*bv;

$x-ova suradnica stredu hyperboly
%$y—-ova suradnica stredu hyperboly

%Ak ohniska lezia na priamke rovnobeznej s x—ovou osou
a=sqrt ((cv™2/ (4xav) + (dv~"2)/(4xbv) - ev)/av); %dlzka hlavnej poloosi
b=sqrt (- (cv"2/ (4xav) + (dv~2)/(4+xbv) - ev)/bv); %dlzka vedlajse] poloosi




%Ak ohniska lezia na priamke rovnobeznej s y-ovou osou
a=sqgrt ((cv™2/ (4xav) + (dv”"2)/ (4xbv) - ev)/bv); %dlzka hlavnej poloosi
b=sqgrt (- (cv™2/ (4xav) + (dv~2)/(4dxbv) - ev)/av); %dlzka vedlajsej poloosi

%$PARABOLA

%Ak Jje os paraboly rovnobezna s osou y
m=-cv/ (2*av) ;

n=cv”2/ (4dxavxdv) —ev/dv;

p=-dv/ (2xav) ;

%Ak Jje os paraboly rovnobezna s osou x
m=dv"2/ (4*xbv*cv) —ev/cv;

m=-dv/ (2xbv) ;

p=-cv/ (2xbv) ;

. Zobrazime rovnicu kuzelosecky. VyuzZijeme tipravu rovnice pomocou funkcie pretty(), ktord
vzhladovo upravi tlaceny tvar rovnice a funkcie sym(), ktord prevedie textovy refazec
na symbolicky vyraz:

SELIPSA

%Ak ohniska lezia na priamke rovnobeznej s x—-ovou osou.
rovnica=["'((x-(' int2str(m) '))~"2)/' int2str(a”2) ' +
((y=('" int2str(n) ")) 2)/' int2str(b"2) ' = 1'];

%Ak ohniska lezia na priamke rovnobeznej s y-ovou osou.
rovnica=["'((x—(' int2str(m) ')) 2)/'" int2str(b"2) ' +
((y=(' int2str(n) ")) 2)/' int2str(a”2) ' = 1'];

pretty(sym(rovnica));

$HYPERBOLA

%Ak ohniska lezia na priamke rovnobeznej s x—ovou oOsou.
rovnica=["'((x—(' int2str(m) '))"2)/' int2str(a”“2) ' -
((y=('" int2str(n) ")) 2)/' int2str(b"2) ' = 1'];

%Ak ohniska lezia na priamke rovnobeznej s y-ovou osou.
rovnica=["'-((x— (' int2str(m) '))"2)/' int2str(b"2) ' -
((y=(" int2str(n) "))~ 2)/' int2str(a”2) ' = 1'];

pretty (sym(rovnica));

$PARABOLA

%Ak je os paraboly rovnobezna s osou y

rovnica=["'((x—(' int2str(m) '))"2) = 2 %' num2str(p) 'x(y —(' num2str(n) '))']l;
pretty(sym(rovnica));

%Ak Jje os paraboly rovnobezna s osou x

rovnica=["'((y-(' int2str(n) '))"2) = 2 *' num2str(p) 'x(x —(' num2str(m) '))']l;
pretty (sym(rovnica));

. Vyjadrime zdkladné prvky kuzelosecky podla jej typu:

$ELIPSA
S=[m n]; %stred kuzelosecky
e=sqgrt (a”2-b"2); S%excentricita pri elipse



%Ak ohniska lezia na priamke rovnobeznej s x—ovou osou
A=[m-a n] %hlavny vrchol kuzelosecky

B=[m+a n] %$hlavny vrchol kuzelosecky

C=[m n+b] %vedlajsi vrchol kuzelosecky

D=[m n-b] %$vedlajsi vrchol kuzelosecky

Fl=[m-e n]; %ohnisko

F2=[m+e n]; %ohnisko

%Ak ohniska lezia na priamke rovnobeznej s y—-ovou osou
A=[m n—-a] %hlavny vrchol kuzelosecky

B=[m n+a] %$hlavny vrchol kuzelosecky

C=[m-b n] %vedlajsi vrchol kuzelosecky

D=[m+b n] %$vedlajsi vrchol kuzelosecky

Fl=[m n+e]; %ohnisko

F2=[m n—-e]; %ohnisko

$HYPERBOLA
S=[m n]; %stred kuzelosecky
e=sqrt (a”2+b"2); S%excentricita pri hyperbole

%Ak ohniska lezia na priamke rovnobeznej s x—ovou osou
A=[m-a n] %hlavny vrchol kuzelosecky

B=[m+a n] %$hlavny vrchol kuzelosecky

Fl=[m-e n]; %ohnisko

F2=[m+e n]; %ohnisko

%Ak ohniska lezia na priamke rovnobeznej s y-ovou osou
A=[m n+ta] %hlavny vrchol kuzelosecky

B=[m n-a] %$hlavny vrchol kuzelosecky

Fl=[m n+e]; %ohnisko

F2=[m n-e]; %ohnisko

$PARABOLA
V=[m n]; S%vrchol paraboly

%Ak Jje os paraboly rovnobezna s osou y
F=[m n-p/2]; %ohnisko paraboly

%Ak Jje os paraboly rovnobezna s osou x
F=[m-p/2 n]; %$ohnisko paraboly

. Zobrazime zdkladné prvky kuZelosecky podla jej typu:

$SELIPSA
plot(S(:,1),S(:,2),'0"); %stred elipsy
text (S(:,1),S(:,2),"' S');
plot(A(:,1),A(:,2),'0o"); Shlavny vrchol elipsy
text (A(:,1),A(:,2)," A");
plot(B(:,1),B(:,2),'0o"); Shlavny vrchol elipsy
text (B(:,1),B(:,2)," B");
plot(C(:,1),C(:,2),'0"); %Svedlajsi vrchol elipsy
text (C(:,1),C(:,2)," C");
plot(D(:,1),D(:,2),'0"); %vedlajsi vrchol elipsy
text(D(:,1),D(:,2)," D");
plot(F1(:,1),F1(:,2),'0o"); %ohnisko elipsy
text(F1(:,1),F1(:,2)," F1");
plot(F2(:,1),F2(:,2),'o"); %ohnisko elipsy
text (F2(:,1),F2(:,2),"' F2');




$HYPERBOLA

plot (S(:,1),S(:,2),'o"); S%stred hyperboly

text (S(:,1),S(:,2)," S");

plot (A(: l) A(:,2),'0"); %hlavny vrchol hyperboly
text (A(: JA(:,2)," A');

plot (B(: ) B(:,2),'0"); %hlavny vrchol hyperboly
text (B(: l),B(:,Z),' B");
plot(F1(:,1),F1(:,2),'o"); %Sohnisko hyperboly
text(F1(:,1),F1(:,2)," F1");
plot(F2(:,1),F2(:,2),'o"); %ohnisko hyperboly
text (F2(:,1),F2(:,2)," F2");

$PARABOLA

plot (V(:,1),V(:,2),"'0"); %Svrchol paraboly

text (V(:,1),V(:,2)," V');
plot(F(:,1),F(:,2),'o"); %ohnisko paraboly

text (F(: l) F(:,2)," F");

Vysledkom takéhoto vypoctu v Matlabe je zobrazenie danej kuzelosecky s jej vyznac¢enymi
zdkladnymi prvkami vo forme obrazku a vypis rovnice kuZelosecky v stredovom tvare. Tento
postup demonstrujeme na rieSeni nasledujicich prikladoch.

Priklad 1: Dand je vSeobecné rovnica kuZelosecky
922 + 25y% — 54z — 100y — 44 = 0.

Zistite o aky typ kuzelosecky ide, popiste jej zdkladné charakteristiky (sturadnice ohnisk,
stredu, hlavnych a vedlajsich vrcholov) a nacrtnite ju.

RieSenie:

syms X y;
ezplot (9*x"2+25xy"2-54xx-100xy—-44==
hold on;
grid on;

0); %vykreslenie kuzelosecky

av=9;
bv=25;
cv=-54;
dv=-100;

$koeficient
$koeficient
%$koeficient
$koeficient

av
bv
cv
dv

vseobecne]
vseobecne]
vseobecne]
vseobecnej

rovnice
rovnice
rovnice
rovnice

ev=-44; Skoeficient rovnice
m=-cv/ (2xav) ;
n=-dv/ (2+«bv); S%Sy-ova
a=sqrt ((cv™2/ (4*av) +

b=sqrt ((cv"2/ (4xav) +

ev vseobecne]
suradnica stredu
suradnica stredu

(dv™2)/ (4%xbv)

$x-ova elipsy

elipsy

ev)/av); %dlzka hlavnej poloosi
(dv~2)/ (4*bv) ev) /bv); %dlzka vedlajsej poloosi
rovnica=['((x— (' int2str(m) ')) 2)/' int2str(a”2) ' +

((y= (" int2str(n) "))~ 2)/' int2str(b"2) ' 1'1;
pretty(sym(rovnica)); Svypisanie rovnice elipsy
S=[m n]; %stred elipsy

e=sqrt (a"2-b"2);

$rovnica elipsy

$excentricita

A=[m-a n]; S%hlavny vrchol elipsy

B=[m+a n]; S%hlavny vrchol elipsy

C=[m n+b]; %vedlajsi vrchol elipsy

D=[m n-bl; $vedlajsi vrchol elipsy

Fl=[m-e n]; %ohnisko elipsy

F2=[m+e n]; %ohnisko elipsy

plot(S(:,1),S(:,2),'o"); %zobrazenie stredu elipsy

text (S(:,1),S( ), S ;

plot (A(:,1),A(:,2),'0"); %zobrazenie hlavneho vrcholu elipsy
text (A(:,1),A(:,2)," A");




plot(B(:,1),B(:,2),'0"); %zobrazenie hlavneho vrcholu elipsy
text(B(:,1),B(:,2)," B");

plot(C(:,1),C(:,2),'0"); %zobrazenie vedlajsieho vrcholu elipsy
text (C(:,1),C(:,2)," c');

plot(D(:,1),D(:,2),'0"); %zobrazenie vedlajsieho vrcholu elipsy
text (D(:,1),D(:,2)," D");

plot(F1(:,1),F1(:,2),'o"); %zobrazenie ohniska elipsy

text (F1(:,1),F1(:,2),"' F1");

plot(F2(:,1),F2(:,2),'o"); %zobrazenie ohniska elipsy

text (F2(:,1),F2(:,2),"' F2");

Vysledkom prikladu je nasledujica elipsa s vyznacenymi zékladnymi prvkami (Obr. 1) a jej

stredova rovnica (Obr. 2).
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Obr. 2: Stredovéa rovnica kuzelosecky

Priklad 2: Dan4 je vSeobecnd rovnica kuzelosecky
422+ +8x+4y—8=0

Zistite o aky typ kuzelosecky ide, popiste jej zdkladné charakteristiky (suradnice ohnisk,
stredu, hlavnych a vedlajsich vrcholov) a naértnite ju.

RieSenie:

syms X V;

ezplot (4*xx"2+y " 2+8xx+4xy-8==0); %Svykreslenie kuzelosecky
hold on;

grid on;

av=4; S%Skoeficient av vseobecnej rovnice

bv=1; %koeficient bv vseobecne]j rovnice

cv=8; Skoeficient cv vseobecnej rovnice

dv=4; S%koeficient dv vseobecnej rovnice

ev=-8; %koeficient ev vseobecnej rovnice




m=—cv/ (2*av) ;
n=-dv/ (2+bv) ;
a=sqrt ((cv™2/ (4d*av) +
b=sqrt ((cv"2/ (4*xav) +
((x=("
int2str (n)
pretty (sym(rovnica));

%$stred elipsy
e=sqrt (a”2-b"2);

rovnica=["

((y=("
S=[m n];

A=[m n-a];
B=[m n+al;
C=[m-b n]

D=[m+b n];
Fl=
F2=[m n+e]
plot (S (:,

text ( ,

’

[m n-e];

’

$x—-ova suradnica stredu elipsy

%$y-ova suradnica stredu elipsy
(dv~2)/ (4xbv) - ev)/bv); %$dlzka hlavnej poloosi
(dv~2)/ (4«bv) - ev)/av); %dlzka vedlajsej poloosi

int2str(m) ')) " 2)/' int2str(b"2) ' +
'))"2)/'" int2str(a”“2) ' = 1']; S%rovnica elipsy
$vypisanie rovnice elipsy

$excentricita
%$hlavny vrchol elipsy
$hlavny vrchol elipsy
$vedlajsi vrchol elipsy
%vedlajsi vrchol elipsy
$ohnisko elipsy
%$ohnisko elipsy

;S(:,2),'0"); %zobrazenie stredu elipsy

,S(:,2)," S");

yA(:,2),'0'"); %$zobrazenie hlavneho vrcholu elipsy
JA(,2)," A');

,B(:,2),'0"); %zobrazenie hlavneho vrcholu elipsy
/B(:,2)," B');

,C(:,2),'0"); %zobrazenie vedlajsieho vrcholu elipsy
,C(:,2)," C");

,D(:,2),'0"); %zobrazenie vedlajsieho vrcholu elipsy
/D(:,2)," D');

),F1(:,2),'0"); %zobrazenie ohniska elipsy
),F1(:,2)," F1");

), F2(:,2),'0"); %zobrazenie ohniska elipsy

), F2(:,2)," F2");

Vysledkom prikladu je nasledujica elipsa s vyznacenymi zakladnymi

stredovd rovnica (Obr. 4).
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Obr. 4: Stredové rovnica kuzelosecky

prvkami (Obr.

3) a jej




Priklad 3: Dan4 je vSeobecnd rovnica kuzelosecky
2 2 —
— 9z + 36z — 8y — 68 = 0.

Zistite o aky typ kuzelosecky ide, popiste jej zdkladné charakteristiky (siradnice ohnisk,
stredu, hlavnych a vedlajsich vrcholov) a na¢rtnite ju.

RieSenie:

syms x y;
ezplot (4xy 2-9xx"2+36xx-8xy-68==0); Svykreslenie kuzelosecky

hold on;

grid on;

av=-9; %$koeficient av vseobecnej rovnice
bv=4; %koeficient bv vseobecnej rovnice
cv=36; %$koeficient cv vseobecnej rovnice
dv=-8; %$koeficient dv vseobecnej rovnice
ev=-68; %koeficient ev vseobecnej rovnice

m=-cv/ (2*av); %x—-ova suradnica stredu hyperboly
n=-dv/ (2+bv); %y-ova suradnica stredu hyperboly

a=sqrt ((cv"2/ (4*av) + (dv~2)/ (4xbv) - ev)/bv); %dlzka hlavnej poloosi
b=sqrt (- (cv"2/ (4xav) + (dv"2)/ (4xbv) - ev)/av); %dlzka vedlajsej poloosi
rovnica=["'—-((x— (' int2str(m) ")) 2)/' int2str(b"2) ' +

((y=('" int2str(n) ")) 2)/' int2str(a”2) ' = 1']; Srovnica hyperboly

pretty(sym(rovnica)); S%vypisanie rovnice hyperboly
S=[m n]; %$stred hyperboly

e=sqrt (a”"2+b"2); S%excentricita

A=[m n+a]; %hlavny vrchol hyperboly

B=[m n-a]; %hlavny vrchol hyperboly

Fl=[m n+e]; %ohnisko hyperboly

F2=[m n-e]; %ohnisko hyperboly

plot(S(:,1),S(:,2),'0o"); %zobrazenie stredu hyperboly
text (S(:,1),S(:,2)," S');
plot (A(:,1),A(:,2),'0"); %zobrazenie hlavneho vrcholu hyperboly
text (A(:,1),A(:,2)," RA');
plot(B(:,1),B(:,2),'o"); %zobrazenie hlavneho vrcholu hyperboly
text (B(:,1),B(:,2),"' B');
plot(F1(:,1),F1(:,2),'0"); %zobrazenie ohniska hyperboly
text (F1(:,1),F1(:,2),"' F1");
plot(F2(:,1),F2(:,2),'0o"); %zobrazenie ohniska hyperboly
text (F2(:,1),F2(:,2),"' F2");
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Obr. 5: Graf kuzelosecky




Obr. 6: Stredovéa rovnica kuzelosecky

Vysledkom prikladu je nasledujica hyperbola s vyznacenymi zakladnymi prvkami (Obr.
5) a jej stredova rovnica (Obr. 6).

Cely postup riesenia tohto prikladu v Matlabe ako aj teoreticky zaklad k prikladu je
zverejneny vo videu na stranke [1].

Priklad 4: Dan4 je vSeobecnd rovnica kuzelosecky
4a% — y? — 24z + 4y + 28 = 0.

Zistite o aky typ kuzelosecky ide, popiste jej zdkladné charakteristiky (sturadnice ohnisk,
stredu, hlavnych a vedlajsich vrcholov) a nacrtnite ju.

RieSenie:

syms X y;
ezplot (4xx72-y"2-24xx+4+y+28==0); %Svykreslenie kuzelosecky

hold on;

grid on;

av=4; %$koeficient av vseobecnej rovnice
bv=-1; $koeficient bv vseobecnej rovnice
cv=-24; Skoeficient cv vseobecnej rovnice
dv=4; %koeficient dv vseobecnej rovnice
ev=28; $koeficient ev vseobecnej rovnice

m=-cv/ (2+av); %x-ova suradnica stredu hyperboly
n=-dv/ (2+«bv); %y-ova suradnica stredu hyperboly

a=sqrt ((cv™2/ (4d*av) + (dv~2)/(4xbv) - ev)/av); %$dlzka hlavne] poloosi
b=sqgrt (- (cv"2/ (4xav) + (dv"2)/(4+«bv) - ev)/bv); %dlzka vedlajse] poloosi
rovnica=['((x—(' int2str(m) ')) 2)/' int2str(a”2) ' -

((y=('" int2str(n) ")) 2)/' int2str(b”2) ' = 1']; Srovnica hyperboly

pretty (sym(rovnica)); Svypisanie rovnice hyperboly
S=[m n]; %stred hyperboly

e=sqrt (a”"2+b"2); %excentricita

A=[m-a nJj; %$hlavny vrchol hyperboly

B=[m+a n]; %$hlavny vrchol hyperboly

Fl=[m-e n]; %ohnisko hyperboly

F2=[m+e n]; %ohnisko hyperboly

plot(S(:,1),S(:,2),'0"); %zobrazenie stredu hyperboly

text (S(:,1),S(:,2)," S'");

plot (A(:,1),A(:,2),'0"); %zobrazenie hlavneho vrcholu hyperboly
text (A(:,1),A(:,2)," A");

plot(B(:,1),B(:,2),'o"); %zobrazenie hlavneho vrcholu hyperboly
text (B(:,1),B(:,2)," B");

plot(F1(:,1),F1(:,2),'o"); %zobrazenie ohniska hyperboly

text (F1(:,1),F1(:,2),"' F1");

plot(F2(:,1),F2(:,2),'o"); %zobrazenie ohniska hyperboly

text (F2(:,1),F2(:,2),"' F2");

Vysledkom prikladu je nasledujica hyperbola s vyznacenymi zdkladnymi prvkami (Obr.
8) a jej stredovd rovnica (Obr. 7).




Obr. 7: Stredové rovnica kuzelosecky
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Obr. 8: Graf kuzelosecky
Priklad 5: Dand je vSeobecné rovnica kuZelosecky

2?2 +y+62+10=0.

Zistite o aky typ kuzelosecky ide, popiste jej zdkladné charakteristiky (suradnice ohnisk,
stredu, hlavnych a vedlajsich vrcholov) a naértnite ju.

RieSenie:

syms X y;
ezplot (x"2+y+6xx+10==0); Svykreslenie kuzelosecky

hold on;
grid on;
av=1; $koeficient av vseobecnej rovnice
bv=0; %$koeficient bv vseobecne]j rovnice
cv=6; $koeficient cv vseobecnej rovnice
dv=1; $koeficient dv vseobecnej rovnice

ev=10; %koeficient ev vseobecnej rovnice

m=-cv/ (2xav); %$x-ova suradnica vrcholu paraboly

n=cv’2/ (4xav+dv) —ev/dv; %y-ova suradnica vrcholu paraboly

p=dv/ (2xav); S$parameter paraboly

rovnica=["'((x- (" int2str(m) ')) " 2) = -2 %' num2str(p) '+x( y —(' num2str(n) '))'l;
%$rovnica paraboly

pretty(sym(rovnica)); %vypisanie rovnice paraboly

V=[m n]; %vrchol paraboly

F=[m n—p/2 ; %$ohnisko paraboly

plot (V 1),V(:,2),'0o"); %zobrazenie vrcholu paraboly

text(V( ,l) V(:,2)," V');

plot (F ( ,1),F(:,2),'0"); %zobrazenie ohniska paraboly
text (F(:,1),F(:,2)," F');

Vysledkom prikladu je nasledujica parabola s vyzna¢enymi zékladnymi prvkami (Obr. 10) a jej
stredova rovnica (Obr. 9).
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Obr. 9: Stredové rovnica kuzelosecky
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Obr. 10: Graf kuzelosecky
Cely postup riesenia tohto prikladu v Matlabe je zverejneny vo videu na stréanke [2].

4 Vizualizacia pri funkciach viacerych premennych

Pri funkcii viacerych premennych za nosnt ¢éast povazujeme vypocet extrémov funkcie. V
tejto casti prispevku sa zameriame len na jednu oblast a to hladanie lokalnych extrémov funkcie
dvoch premennych.

Hovorime, ze funkcia f(X) dvoch premennych mé v bode A = [a1,a2] ostré lokdlne
mazximum (lokdlne maximum), ak pre kazdy bod z okolia bodu A plati
fF(X) < FA(F(X) < f(A)). ()

Hovorime, ze funkcia f(X) mé v bode A = [a1,a2] ostré lokdlne minimum (lokdlne
minimum), ak pre kazdy bod z okolia bodu A plati

f(X) > F(AF(X) = f(A)). (6)

Nutna podmienka existencie extrému
Nech funkcia f(x,y) dvoch premennych ma v bode A = [ay, as] lokédlny extrém. Nech existuji
parcidlne derivdcie podla oboch premennych. Potom

of(A) _ . 0f(A)
or 0a oy

= 0. (7)

Stacionarnym bodom je bod, v ktorom sa obe parcidlne derivacie rovnaju nule.



Pri hladan{ lokélnych extrémov funkcie dvoch premennych standardnym vypoétom postu-
pujeme podla nasledujiiceho algoritmu:

1. Uréit definiény obor funkcie.
2. Vypoéitat prvé derivécie funkcie podla premennej z a podla premennej ¥, t.j.

0f(r.y) | Of(x.)
Ox oy

3. Vytvorit sistavu rovnic, dvoch rovnic s dvoma nezndmymi tak, ze prvi derivéciu fun-
kcie podla premennej 2 poloZzime rovnt nule a prvi derivaciu funkcie podla premennej y
polozime rovné nule:

of (x,y)
ox 0

of (x,y)
oy =0

4. Ak ma takdto sustava riesenie, je nim usporiadand dvojica ¢isel [z,y]. Tato usporiadand
dvojica ¢&isel tvori suradnice staciondrneho bodu (RieSenim ststavy moéze byt niekolko
stacionarnych bodov. Kazdy z nich je dany ako usporiadand dvojica). Zapis: SB = [z,y].

5. Vypoéitat druhé parcidlne derivacie podla premennych z a y:

Pflay) f(wy) Pf(zy)  0*f(,y)
ox2 ' Oxy = Oyx oy

P flx,y) flz,y) *f(z,y) If(z,y)
ox2 7 Oxy = Oyx T 0Oy?

6. Do predpisov funkecii dosadit siradnice kazdého

stacionarneho bodu.

7. Na zdklade postacujicej podmienky existencie lokalneho extrému vypoéitat prislusné de-

0’°f(SB) 9*f(SB)

: o Ox? 0x0y
terminanty: D = 92f(SB) 92f(SB)
Oyox oy?
(a) Ak D > 0, tak v staciondrnom bode SB = [z, y] je extrém.
2
B
i. Ak 8](;(;2') > 0, tak v bode SB = [z, y] je lokdlne minimum.
2
B
ii. Ak 8](;(;) < 0, tak v bode SB = [z, y] je lokélne maximum.

(b) Ak D < 0, tak v staciondrnom bode SB = [z, y] extrém nie je.

(c) Ak D = 0, tak o existencii extrému v staciondrnom bode SB = [z,y] nevieme roz-
hodnut na zaklade postacujiicej podmienky.

8. Vypocitat funkéni hodnotu funkcie f(z,y) v kazdom staciondrnom bode.

4.1 Hladanie lokdlnych extrémov funkcie dvoch premennych v Matlabe

Hladanie lokdlnych extrémov funkcie dvoch premennych v Matlabe ukdZeme na komplex-
nom priklade.

Priklad: Najdite lokalne extrémy funkcie
f(z,y) = 2® + 3zy® — 51z — 24y.
RiesSenie:

K vypocétu pouzijeme symbolicky toolbox. Najprv si zadefinujem funkciu, ktori nédsledne vizu-
alizujeme pomocou funkcie ezmesh.



syms X Vy; % definicia symbolickych premennych

fxy = @(x,y) x"3+3xx*xy"2-51xx-24*y; % definicia funkcie

%$vizualizacia funkcie na mriezke

ezmesh (f_xy, [-2 2], [-10 10],50); % f_xy - funkcia, [-2,2]
s [-

hodnoty x,
10,10] - hodnoty vy, 50 - hustota mriezky
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Obr. 11: Graf funkcie

Nésledne vypocitame derivacie funkcie podla premennej = a podla premennej y s vyuzitim

funkcie diff(), ktorych grafy zobrazime:

fdlx = diff(f_xy,x,1); Sprva derivacia podla x
fdly = diff(fxy,y,1); Sprva derivacia podla y

%$vizualizacia prvej derivacie funkcie podla x na mriezke

ezmesh (f_dlx, [-2 2], [-10 10],50); % f_xy - funkcia, [-2,2] - hodnoty x,
%$ [-10,10] - hodnoty y, 50 - hustota mriezky
%vizualizacia prvej derivacie funkcie podla y na mriezke
ezmesh (f_dly, [-2 2], [-10 10],50); % f_xy - funkcia, [-2,2] - hodnoty x,
% [-10,10] - hodnoty vy, 50 - hustota mriezky
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Obr. 12: Graf prvej derivacie podla x
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Obr. 13: Graf prvej derivicie podla y

Prvé derivécie polozime rovné nule a vytvorime ststavu dvoch rovnic s dvoma neznamymi.
Sustavu riesime funkciou solve().

s_.xy = solve(f_dlx, f_dly)

Toto rieSenie graficky zobrazime.

fdyplot = ezplot (f_dlx);
hold on

fdyplot = ezplot (f_dly);
grid

title('Graficke riesenie sustavy ')

Graficke riesenie sustavy
T — T

Obr. 14: Graficke riesenie sustavy

RieSenim suistavy su §tyri stacionarne body, tie ulozime do premennej SB:

SB = [s_.xy.X, S_XY.V]




S vyuzitim postacujucej podmienky overime, ¢i v tychto staciondrnych bodoch je lokalny
Pf(xy) fey) f(xy)  Of(z.y)
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extrém. Vypocitame

f.d2x=diff (f_xy,x,2); %druha derivacia podla x
f d2xy=diff(f.dly, x,1); S%$zmiesana derivacia podla x a vy
f d2yx=diff(f_dlx, y,1l); %$zmiesana derivacia podla vy a x
f_ d2yy=diff(f_xy,y,2); %druha derivacia podla y

0*f(SB) 9*f(SB)

, , . . or? Ox0dy
Nésledne zostavime determinant D = o2 F(SB) 52 F(SB)
Oyox Oy?

D = [f.d2x f_d2xy; f_.d2yx f_d2y];

Vypocitame determinanty pre jednotlivé staciondrne body:

D_SBl.det = det(subs(D,{x, vy}, SB(1l,:)));
D_SB2_det = det(subs(D,{x, y}, SB(2,:)));
D_SB3.det = det (subs(D,{x, vy}, SB(3,:)));
D_SB4_det = det (subs(D,{x, vy}, SB(4,:)));

Na zdklade vysledkov je zjavné, Ze extrém existuje v druhom a trefom bode. To aky typ
extrému v danych bodoch mame, zistime:

h_SB2=subs ((diff (f-xy,x,2)),{x,vy},SB(2,:));
h_SB3=subs ((diff (f-xy,x,2)),{x,v},SB(3,:));

V druhom bode je lokdlne maximum a v trefom bode lokdlne minimum.

Zobrazime funkciu, vypoc¢itame funkéné hodnoty ndjdeného lokalneho maxima a minima
a zobrazime ich na grafe funkcie:
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Obr. 15: Graf funkcie s lokdlnym maximom a minimom




ezmesh (f_xy, [-5 5], [-10 10]1,50); % zobrazenie grafu funkcie
hold on;

$funkcna hodnota lokalneho maxima
$funkcna hodnota lokalneho minima

f_xy_SB2 = subs(f_xy, {x, y},SB(2,:))
f_xy_SB3 subs (f_xy, {x, v},SB(3,:))

’
’

plot3(SB(2,1) S

, SB(2,2), f_xy_SB2, 'rx'); Svykreslenie lokalneho maxima na grafe
plot3(SB(3,1), SB ,

4 4
(3,2) f_ xy_SB3, 'bx'); Svykreslenie lokalneho minima na grafe

Cely postup riesenia tohto prikladu v Matlabe s je zverejneny vo videu na strénke [3] .

5 Komplexné rieSenie vizualizacie v kurze Matematika 2

Ako bolo spomenuté kurz Matematika 2 je ¢leneny do nosnych oblasti a to Analyticka
geometria a Funkcia dvoch premennych. Pre tento predmet boli vytvorené rozsiahle vyucbové
materialy, ktoré zahiniaji prednasky vo forme prezentacii a video zadznamu z prednasok, zbierka
rieSenych prikladov vo forme blogu, pracovné listy, u¢ebnicu Matematika 2 v tlacenej podobe.
Vzhladom na rozoberand problematiku je nevyhnutné jednotlivé pojmy vizualizovat aby ich
osvojenie nebolo formalne. Pre tieto tcely boli vytvorené videa simuldcii rieSenia prikladov v
Matlabe, ktoré pokryvaju obsah kurzu.

Boli vytvorené nasledujice simulécie prikladov:

1. Vektory v 2D a 3D.

2. Ststavy suradnic.

3. Linearne utvary v 2D.

4. Linearne utvary v 3D.

5. Kvadratické utvary v 2D, kuzelosecky.

6. Funkcia dvoch premennych.

7. Limita funkcie funkcie dvoch premennych. Spojitost funkcie dvoch premennych.

8. Parcialne derivacie prvého a druhého radu.

9. Lokélne extrémy funkcie dvoch premennych.
10. Viazané extrémy funkcie dvoch premennych.
11. Globélne extrémy funkcie dvoch premennych.
12. Gradient a derivacia v smere.

13. Diferencidlne rovnice.

Vsetky tieto vided si volne pristupné na stranke http://web.tuke.sk/fberg-blended/
mat2/matlab.html.

6 Zaver

V tomto prispevku sme pontkli moznosti vyuzitia prostriedku Matlab pri vyuc¢ovani pred-
metov s matematickym obsahom. Ako je zndme, k hlb§iemu pochopeniu jednotlivych pojmov
dochéadza, ak su tieto pojmy demonstrované aj vo vizudlnej podobe. Z obsahu kurzu Matema-
tika 2 sme vybrali dve rozsiahle témy a to konkrétne Kvadratické dtvary v 2D a VySetrovanie




lokalnych extrémov funkcie dvoch premennych, pricom jednotlivé kroky vypoctu tychto tloh su
teoreticky popisané a nasledne vizualizované. Pre dany kurz bolo vytvorené komplexné rieSenie
vo forme videf so simulécif rieSenia prikladov v Matlabe, ktoré pokryvajui cely obsah kurzu. Tieto
vided st volne dostupné nielen studentom fakulty Banictva, ekolégie, riadenia a geotechnoldgii
Technickej univerzity v Kosiciach, ale aj pre $irokt verejnost. Vided vhodne dopiﬁajﬁ Studijné
materily vytvorené pre tento kurz. Studenti tak maji moznost overit si svoje ziskané vedomosti
aj v Matlabe a zdroven pochopit vizuilnu podobu rieSenia tychto prikladov.

Pod’akovanie: Tento prispevok vznikol s podporou grantov VEGA ¢. 1/0529/15 a ¢. 1/0908/15,
a bol podporovany Agentirou na podporu vyskumu a vyvoja na zdklade zmluvy
¢. APVV-14-0892.
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