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1. Uvod

Difrakéni jevy hraji velmi dtleZitou ulohu v oblasti optického zobrazovani. Difrakéni teorie
optického zobrazovani piihlizi k vinovym vlastnostem svétla a ke koneénym rozmérum
optickych soustav pfi zobrazovani, na rozdil od geometrické optiky, pomoci které nelze
difrakéni jevy vysvétlit. Pfi zobrazovani bodu redlnou optickou soustavou bez aberaci nebude
obrazem bod, ale difrakéni obrazec Sprostorovym rozdélenim energie. Teorie difrakce se
predevS§im uplatituje pii hodnoceni kvality optického zobrazeni [2], studiu difraktivnich
procesu na difrakénich strukturach (miizkach) a v aplikacich v oblasti holografie a difraktivni
optiky. Difrakéni jevy miizeme simulovat t€Z pomoci pocitace. Jako vhodny prostfedek pro
tuto pocitacovou simulaci se jevi systtm MATLAB, ktery obsahuje celou fadu vhodnych
prostiedkli pro simulaci a vizualizaci difrakénich jevi. V ¢lanku je ukazano nékolik ptipada
aplikace MATLABU v oblasti difrakce vinovych poli.

2. Difrakce svétla

Difrakei budeme rozumét ty odchylky v chovani vinovych poli, které nemohou byt popsany
pomoci zadkonl geometrické optiky. Rigordzni feSeni difrakce bylo ziskdno jen v nékolika
malo jednoduchych piipadech (difrakce na klinu, vélci, kouli, poloroviné apod.). Bliz§i rozbor
vysokofrekven¢nich asymptotik téchto feSeni ukazal, ze k naruSeni zakoni geometrické
optiky dochazi jen v uzkych prechodovych zondch, kde se vytvari difrakéni pole. Dalsi Sifeni
téchto poli, ve vétSich vzdalenostech od mist jejich vzniku, je opét popsano zakony
geometrické optiky. Existuji dva typy piechodovych zén, ve kterych nejsou pouzitelné
zakony geometrické optiky. Prvy typzény ptiléhajici k povrchiim téles na kterych nastava
difrakce (napt. okoli hran). V téchto zonach se vytvaii okrajové difrakcéni viny. Zony druhého
typu se nachdzeji v prostoru, v mistech vzdalenych od téles na kterych nastava difrakce (napf.
okoli kaustik).

Ptredpokladejme, ze vlastnosti vlnového pole budou dostateéné piesné¢ popsany jednou
skalarni funkci, kterou maze byt napt. slozka vektoru elektrické nebo magnetické intenzity.
Predpokladejme pfitom, Ze ostatni slozky mohou byt nezévisle zkoumany stejnym zptisobem.

Zcela tedy ignorujeme ten fakt, ze jednotlivé slozky vektorti elektromagnetického pole jsou
vazany Maxwellovymi rovnicemi a nelze je proto zkoumat nezavisle. Experimenty vSak
ukazuji, ze skalarni teorie difrakce davd obdivuhodné piesné vysledky jsou-li splnény
nésledujici podminky:

» charakteristick@éozméry téles na kterych nastava difrakce jsou mnohonasobné vétsi
nez je vinova délka zareni

» difrakeni jevy jsou zkoumany v dostatecné velkych vzdalenostech od téles, na kterych
nastava difrakce.

Ta skutecnost, Ze pomoci skaldrni teorie difrakce dostadvame piesné vysledky ma velky
vyznam zejména v teorii optického zobrazeni, kde pracujeme s piirozenym
(nepolarizovanym) zafenim a zajima nas piedevsim jeho intenzita. Také experimenty v této
oblasti jsou ve velmi dobrém souhlasu se skalarni téidirak¢niho zobrazeni.

Uvazujme nyni skalarni vlnové pole, které je v libovolném bodé M prostoru a ¢asovém
okamziku t popsano skalarni funk&(M,t). Jak je znamo z teorie elektromagnetického pole



spliiuje funkce V(M,t) vinovou rovnici
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kde zna¢i v fazovou rychlost vinéni a 02 Laplacetv operator. Hledejme nyni feSeni vinové
rovnice (2.1) ve tvaru

v(m,t)=v(m)e e, (2.2)

kde w = 2nv, pricemz v je frekvence zareni. Funkce U(M) je pak fesenim Helmholtzovy
rovnice

0%u(m)+ x2u(M)=0, (2.3)

kde k = wlv =217\ , pfi¢emz A je vinova délka zafeni v daném prostiedi. Reseni difrakéni
ulohy spociva v feSeni Helmholtzovy rovnice (2.3), kde funkce U(M) spliuje vhodné
okrajové podminky
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na ploSeS obklopujici oblast, v niz vysetfujeme dané pole, n zna¢i normalu k plose S
ay=a1(M), a,=ap(M) af(M) jsou spojité funkce n&, pricemz
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Resenim rovnice (2.3) pomoci Greenovy funkce ziskame pro funkdU feseni
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Tento vztah ndm umoZznuje ur€it stav pole v libovolném bod¢ P uvnitt oblasti uzaviené
plochouS, zndmeki stav pole na této hraniéni plose a Greenovu funkci G.

(2.4)

2.1 Kirchhoffovo FeSeni

Kirchhoff jako prvni pfedlozil vyhovujici matematické feseni difrakéni tlohy na rovinném
stinitku s otvorem [1,2]. Vychazel ze vztahu (2.4) a pldghulil slozenou ze dvou ¢asti §; a
S, jak je znazornéno na obr.1. Plocha$S; se tésné primyka k roving stinitka a plocha$; je
¢asti kulové plochy se stfedem v bod¢ P, ve kterém chceme urcit stav pole. Greenova funkce
G(M,P) je zvolena ve tvaru kulové viny
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kde r,,znaci vzdalenost bodu P od boduM. Kirchhoff ucinil nasledujici predpoklady o
hrani¢nich podminkach nasi difrakéni Glohy:

» V otvoruA mé poleU a jeho derivac@U/on stejnou hodnotu jako by mély, kdyby stinitko
v daném misté nebylo.

» Na té casti plochy S, ktera lezi vné otvoru A je poleU a jeho derivac@U/on identicky
rovny nule.



Stinitko s

I
otvorem LemTTTTTT T

Y

Obr.1

Pfijmeme-li tyto hrani¢ni podminky, potom dostaneme vysledny vztah pro urceni pole v bod¢
P, plati

Uu(p) = %_[_[J%Z(M,P)% - U(M)

kde integraci provadime pies plochu A otvoru stinitka. Kirchhoffeo feSeni difrakéni ulohy v
sobé vSak obsahuje vnitini rozpornost, ktera vznika v dusledku Kirchhoffovych hrani¢nich
podminek. Ziskané feSeni neni konzistentni, nebot’ pole a jeho derivace nenabyvaji na hranici
téch hodnot, které jsme dosadili ve form¢ hrani¢nich podminek. Z teorie diferencidlnich
rovnic je znamo, ze jsou-li funkce U a dU/on rovny nule na néjaké ¢asti plochy, potom je U
rovna nule v celém prostoru. Kirchhoffovy hrani¢ni podminky si tedy vzajemné odporuji. 1
ptes rozpornost teorie dava Kirchhoffovo feSeni obdivuhodné piesné vysledky a souhlas s
experimentem.

9G(U.E)D (2.6)

2.2. Sommerfeldovo FeSeni

PotiZe s hrani¢nimi podminkami ponékud zmirnil Sommerfeld a to vhodnou volbou Greenovy
funkce. Pozadoval, aby na ploSe S byla bud’ Greenova funkce nulova

G(M,P)|,, =0, (2.7)
nebo aby byla nulova jeji derivace
06(M,P) _ (2.8)
on |

Uzitim vztahu (2.4) potom pro Greenovu funkei splitujici hrani¢ni podminku (2.7) resp. (2.8)
dostavame pro stav pole v bod¢ P vztah



aG(M P) aU(M)

ds, (2.9)

U(P)=— I U(M)———=ds, resp. U(P)—— HG(M P)

Sommerfeld ukazal, ze Greenova funkce s pozadovanymi vlastnostmi existuje. V ptipadé
rovinného stinitka ma Greenova funkce spliiujici hraniéni podminku (2.7) resp. (2.8) tvar

G(M,P) - expakrPM) _ exp(l'krPM) , (2.10a)
rPM rPM
resp.
I

PM PM

kde r,,je vzdalenost bodB(Xp, Ve, Z°) 0d boduM(Xu, Yu, Zv) & r}, je vzdalenost bodB’ (e,

Ve, -Zp) 0d boduM, jak je patrno Dbr.2. Bod P" je zrcadlovym obrazem bod®v roviné
stinitka. V dal$im se budeme zabyvat pouze feSenim s Greenovou funkci ve tvaru (2.10a).

Stinitko s N
otvorem \
\ n'M
r'pm r'pPm
I
| A
P - _ : = Y P
~" ! ~
Zp Zp
Obr.2
Po nékolika apravach dostévéme fesSenti
Uu(p) =~ J'J'U(M) eXpa Lo ) cos(i, 7., ) dS; - (2.11)

Ptijmeme nyni nasledujici hranicni podminky:
» V otvoruA ma poleU stejnou hodnotu jako by mélo, kdyby stinitko v daném misté
nebylo.

» Naté ¢asti S, ktera lezi vné otvoru A je poleU identicky rovno nule.

Vztah (2.11) poté nabyva tvar

u(p) = -= IJ’(J(M)GX'D(1 o)

cos@,r,,) dA, (2.12)

kde integraci provadimeig plochu A otvoru stinitka. Vztah (2.12) j8ommerfeldovym
resenim difrakce na otvoru (Sommerfelditv difrakcni integral). Tento vztah nam umoziuje
urcit stav pole U(P) v libovolném bodé P oblasti omezené plochdy je-li znamo poldJ(M)
na této plose.



3. Aproximativni FeSeni difrakce

Pt feSeni praktickych problému difrakce nam Casto geometrie vySetfované situace dovoluje
pouzit ur¢ité aproximace, usnadilujici vypocet difrakéniho integralu. Zabyvejme se nyni
dvéma nejdilezitéjSimi piipady a to Fresnelovou a Fraunhoferovou aproximaci difrakéniho
integralu [1,2].

3.1. Fresnelova aproximace

Postup, kterym dospéjeme k aproximativnimu feSeni difrakéniho problému si ukdzeme na
ptipadé Sommerfeldova difrakéniho integralu, ktery se pfi praktickém feseni difrakénich uloh
nejcastéji pouziva. Uvazime-li, Ze (0obr.3)
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potom miizeme (za ptredpokladu kr,,>> 1), pro praxi s dostateCnou piesnosti, aproximovat
vztah (2.12) vztahem

u(p) = —%M IAJ'U(M) exp%ziz—i G, =502+ (v, - yM)Z]EdXMdyM. (2.13)
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Obr.3

Vztah (2.13) ndm potom piedstavuje Fresnelovu aproximaci Sommerfeldova difrakcniho
integrélu Vztah (2.13) muZeme jesté dale upravit nasledujicim zptisobem
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3.2. Fraunhoferova aproximace

Miizeme-li (pokud nadm to vySetfovana situace dovoluje) polozit ptiblizné

Oik , , . .0
exp,(<E +vE)E L, (2.163)
Zp O
nebo
0 4 0
0(1) = T(1) eXPT - (% + 2) 5 (2.16b)
0 2z, O

dochazime k tzvFraunhofero¥ aproximaci difrakcniho integrdlu. Prvni situace nastava v
ptipad¢, kdy charakteristické rozméry otvoru, na kterém nastava difrakce, jsou mnohem
mensi nez je vzdalenost zp vySetfovaného bodu od otvoru. Druhd situace nastdva v piipadé,
kdy na otvoru stinkia dochazi k difrakci konvergentni kulové (nebo ptiblizné kulové) viny se
sttedem v bod¢é P nebo v jeho bezprostiedni blizkosti. Funkce T(M) charakterizuje vlastnosti
této vilny v roviné otvoru stinitka. Difrakéni integral ve Fraunhoferové aproximaci ma v
prvnim piipad¢ tvar

O jk O
U(P) =C[[U MOXPT == (x,%,, +¥ .y )W,y , (2.17a)
A 8 Z» =
a v druhém ptipadé plati
Uik U
U(P) :CJ'J'T (M)exp%—z—(xpo +ypyM)gideyM , (2.17b)
A P
kde C je dano vztahem (2.15). Oznacime-li
u=x,/z, a v=y,/z,, (2.18)
potom miizeme vztahy (2.17) psat ve tvaru
U(P) =cﬂU(M)exr{—ik (ux, +vy,)|dx,dy, . (2.19a)
U(p)=C[[T (m)exd-ik (ux, +vy,)dx,dy, . (2.19b)
A

Vidime, ze v ramci platnosti Fraunhoferovy aproximace je pole U(P) umérné Fourierové
transformaci pole v otvoru stinitk&yni si uvedeme nékolik zajimavych ptikladt difrakce
svétla na riiznych typech otvorti.

a) Fraunhoferova difrakce na obdélnikovém otvoru

Predpokladejme, Ze pocatek souradné soustavy se nachdzi ve stfedu obdélnikového otvoru o
stranach @ a 2 a Ze strany obdélnika jsou rovnob&ézné s osami soufadnic. Dale
predpokladejme, ze pole v otvoru stinitka je konstantni, tj. UM) = K, kde K je konstanta.
Potom dosazenim a integraci vztahu (2.19) dostavame

sin(kua) sin(kvb)
kua  kvb

U(P) = CK(4ab) (2.20)



Pro intenzitu pole (P) plati

1(7) = 1(0) rBin(kua) gEgin(kvb) g | (221
0 kua [0O0O kvb [

K?(4ab)?
10 = 5-4ab)
ANz;

Intenzita nabyva nulovych hodnot pro

kua=+nm,kvb=+mmt, mn=12.3,

znazornéno rozdeéleni normované intenzity v pripad€ Fraunhoferovy difrakce na
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Na obr.5 je znazornéno rozdéleni normované intenzity v ptipadé Fraunhoferovy difrakce na
kruhovém otvoru. Intenzita je rovna nule v mistech, pro kteraJl&tp) = O.
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Obr.6

Pro zajimavost je nabr.6 znazornéno rozdéleni normované intenzity difrakéniho pole v
piipadé¢ Fraunhoferovy difrakce na eliptickém otvoru. Je vidét, Ze difrakéni obrazec se
protahne jednom sméru.

c¢) Fraunhoferova difrakce na obecné apertuie

Jak jiz bylo poznamenano je v ramci platnosti Fraunhoferovy aproximace difrakce pole U(P)
V rovin¢ pozorovani za stinitkem umeérné Fourierové transformaci pole v otvoru stinitka, tj.
rozdéleni intenzity difrakéniho pole v roviné pozorovani za stinitkem miizeme jednoduse urcit
pomoci rychlé Fourierovy transformace poleoviné otvoru. S pomoci vypocetnich a
vizualizacnich prvkit MATLABU tak lze ziskat difrak¢éni pole vzniklé prichodem stinitkem
Sobecnym otvorem ¢i sadou otvord. Na obr.7 je jako ptiklad znazornéna situace difrakce na
stinitku sn¢kolika kruhovymi otvory.



038

06

0.4

0.2

i 1‘ (/
'&‘}U‘M\‘

M)
LTS

Obr.7

3. Zavér

Byla uvedena podrobna skalarni teorie difrakce vinového pole spolu s aproximativnimi
feSenimi difrakce (Fresnelova a Fraunhoferova aproximace), které jsou vhodné pro
modelovani difrakéniho pole. Teoretickd analyza a simulace difrakéniho pole byla nazorné
demonstrovana pomoci systétmu MATLAB na nékolika ptipadech rovinného stinitka
Sruznymi typy otvort a to obdélnikového, kruhového, eliptického a obecného otvoru. Jak je

Z ptedlozenych ukazek patrno, je mozno téz timto zpiisobem velmi dobfe demonstrovat rizné
difrakéni jevy pfi vyuce fyziky a optiky na stfednich a vysokych Skolach.

Clanek byl vypracovan v ramci vyzkumného projektu CEZ J04/98:210000022 a za podpory
Nadace CVUT Stanislava Hanzla.
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